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円柱導体による散乱現象を用いた同相写像FDTD法の検証
A Verificatio of Homeomorphic FDTD through EM Field Scattered by a Conducting Cylinder
宮田 尚起1) ， 葛西 陽介2) 
Naoki Miyata, Yosuke Kasai
Abstract: In this paper, we proposed a Homeomorphic-Finite-Difference-Time-Domain(Hom-FDTD) method which
promote proving a direct relation between electromagnetic phenomena and geometry. That relation is fundamental in
developing radio/optical devices such as filter or metameterials. The proposed Hom-FDTD method is one of FDTD
methods in curvilinear coordinates, particularly, a mapping used in the Hom-FDTD has one-to-one, continuous and topol-
ogy preserving property. Hence the method is not restricted by problems of coordinate singular points. And by evaluating
a mapping, a geometry of model becomes mathematically clear. To verify the character of the method, experimentally
an electromagnetic scattering from a perfectly conducting cylinder is discussed through comparative experiment with two
other ordinary method in viewpoint of spacial and temporal observation. At this experiment, in the method, the cylinder
is modeled by homeomorphism from square cylinder. One of way to determine the homeomorphism is also proposed. As
a consequence, analysis with the method shows suitable characteristics, and modeling using the method is as accurate as
those using polar coordinate, we confirmed































めるとき，集合 Aの開集合は同相写像 f : A−→ Bで集
合 Bへうつされても集合 Bの開集合となる．直観的に































































a ∈ A aは Aの要素









R+ R+ = { x ∈ R | 0≤ x }
(x1, · · · ,xn) Physical Spaceの任意の点
(u1, · · · ,un) Virtual Spaceの任意の点
















∇×E =−µ ∂H∂ t (1)
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λ = 1ならば λ −1= 3，λ +1= 2である．また，Eλ お




g11 g12 g13g21 g22 g23
g31 g32 g33
=
e1 · e1 e1 · e1 e1 · e3e2 · e1 e2 · e1 e2 · e3












で表され，[gik] = [gik]−1，g= det([gik])である．








Spaceと，Physical Spaceに属する点の座標 (x1, · · · ,xn)の
測り方を与えるパラメータ u1, · · · ,unを軸にとったVirtual
Spaceとに区別できる．Physical SpaceとVirtual Spaceに
ついて，極座標 r,θ による例を与える．2次元の Physical
Space に属する任意の 1点 (x1,x2)を極座標 r,θ による
表示へ変換する写像 fp は，






∣∣∣∣ √(x1)2+(x2)2 ≤ R }
= { (rcos(θ),rsin(θ)) | 0≤ r ≤ R ∧ θ ∈ R }
=
{















Space と Virtual Space では異なる物理法則に支配され
る．極座標の例では，一様な媒質で充填された Physical
Spaceで１点を励振して生じる波紋は Physical Spaceで
は円形であるが，Virtual Spaceでは θ 軸に平行な直線と
なる．
(D) (D′)
図 1: 座標変換による領域の形状の変化の例 (極座標)
2.3 座標曲線と領域の変形
(x1,x2) = f (u1,u2) なる関係があるとき，1 つのパラ
メータ uiを固定し，他方のパラメータ uk を動かした際
に (x1,x2)の定める 1点の軌跡は 1次元の空間，すなわ
ち曲線をなす．このような曲線を座標曲線とよぶ．座標
曲線を定義するため，まず Virtual Space において 1つ
のパラメータを動かして得られる直線を定義する．
i = 1,2 に対して Ii を R の部分集合とし，座標変換
f : I1× I2 −→ R2 が与えられているとする．dom( f ) =
I1×I2⊆R2で，dom( f )は f の定義域である．また，A1お
よび A2をそれぞれ I1および I2の部分集合とし，dom( f )
において i番目の軸に平行な方向を ui方向とよぶ．いま，
dom( f )のある 1点 a := (a1,a2)を Ai の中にわたって動
かせば，点 aの軌跡は ui 方向に伸びる直線となる．し
たがって，i= 1,2に対して Ci( f ;A1,A2)を，dom( f )に
おける領域 A1×A2に描かれた ui方向の直線として次の
ように定義する：
C1( f ;A1,A2) := { A1×{a} | a ∈ A2 } ,
C2( f ;A1,A2) := { {a}×A2 | a ∈ A1 } .
(13)
i = 1,2に対し，Ci( f ; I1, I2)は単に Ci( f )と書く．また，
C1( f ;A1,A2)の各要素は，dom( f ) = I1× I2に含まれる領
域 A1×A2 において 2個のパラメータ u1,u2 のうち 2番
目のパラメータ u2 を一定値に固定し，u1 を A1 の中で
動かして得られる軌跡であり，C2( f ;A1,A2)の要素も同
様である．さらに，C ( f ;A1,A2)を
C ( f ;A1,A2) := C1( f ;A1,A2)∪C2( f ;A1,A2) (14)
47
と定義すれば，この集合は A1×A2の中で描かれる直線
の全体となる．例として g : R+×Z −→ R2 とし，A1 =
[1,3], A2 = {1,2,3,4}とすれば，C (g;A1,A2)の全要素は
図 2のように描かれる．図 2に示されているように，Ii
が Rの区間ならば Ci( f ; I1, I2)の各要素は Virtual Space
における連続した直線を描くが，Iiが有限 (または可算)




f : I1× I2 −→ R2，Ai ⊆ Ii (i= 1,2)とするとき，
f (C1)(A1,A2) := { f (A1×{a}) | a ∈ A2 }
= { { f (x,y) | x ∈ A1 } | y ∈ A2 } ,
f (C2)(A1,A2) := { f ({a}×A2) | a ∈ A1 }
= { { f (x,y) | y ∈ A2 } | x ∈ A1 }
(15)
と定義された集合 f (C1)(A1,A2) の各要素は，dom( f )
に含まれる領域 A1×A2 の中で点 (a1,a2) を u1 方向に
動かしたときに点 f (a1,a2) が R2 に描く軌跡である．
f (C2)(A1,A2)についても同様である．このような軌跡は
f によるui方向の座標曲線であり，以降では f : I1×I2−→
R2であるときに f (Ci)(I1, I2)の各要素を単に，座標変換
f における ui 方向の座標曲線とよぶ．また，
f (C )(A1,A2) := f (C1)(A1,A2)∪ f (C2)(A1,A2) (16)
なる集合は，座標変換 f : I1 × I2 −→ R2 を A1 × A2
に制限した場合に R2 に描かれる座標曲線の全体で
ある．例として，A1 = {0,R1,R2, · · · ,R6} ⊆ R+，A2 =
{0,Θ1,Θ2, · · · ,Θ5} ⊆ R なる集合を与える．このとき，
fp(C )(A1,A2)および C ( fp;A1,A2)の各要素は図 3およ
び図 4のようにプロットされる．図 3および図 4には
座標曲線とともに領域 D1,D2,D′1,D′2 が示されており，
D′i = fp(Di) (i = 1,2)である．図 4に示された D1 およ
び D2は，いずれも C ( fp;A1,A2)の要素である直線がな
す交点を頂点とし，各頂点を rおよび θ 方向の直線で結
んで得られる長方形である．このような長方形は，Vir-
tual Spaceにおけるセルに他ならない．ただし，この例






よって本論文では，座標変換 f : I1× I2 −→R2(I1, I2 ⊆R)














( f (u1), f (v1))× ( f (u2), f (v2))





以上に定義した座標曲線によって， f : I1× I2 −→ R2，
Ai ⊆ Ii (i= 1,2)とするとき，集合としての定義が与えら
れていなかった Physical Spaceおよび Virtual Spaceが式
(19)および式 (21)のように表せる：
(Virtual Space)
= { l1∩ l2 | li ∈ Ci( f ;A1,A2) (i= 1,2) } ,
(19)
(Physical Space)
= { f (x) | x ∈ (Virtual Space) } (20)
すなわち，Virtual Spaceは dom( f )に存在する直線 l1 ∈
C1( f ;A1,A2) と直線 l2 ∈ C1( f ;A1,A2) の交点の全体で，
Physical Spaceは座標曲線の交点の全体に等しい．なお，
特に f が一対一の対応の場合，Physical Spaceについて
(Physical Space)










: elements of   C 2(g; A1, A2)
: elements of   C 1(g; A1, A2)
図 2: C (g;A1,A2)の各要素
2.4 同相の概念と特異点
座標変換 f : I1× I2 −→ R2(I1, I2 ⊆ R) と任意の Ai ⊆
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図 4: C ( fp;A1,A2)の各要素
1. Cell(A1,A2)と f (Cell)(A1,A2)の要素数が等しい．
2. A1×A2における任意のVirtual SpaceのセルDと，D
と頂点を共有したVirtual Spaceのセルの全体U (D)
に対し，f (U (D))もまた Physical Spaceのセル f (D)
と頂点を共有する Physical Space のセルの全体と
なる．
このとき，条件の (1)は f が全単射であること，(2)は f
が連続であり位相構造が保存されることに相当する条件
である．また，条件 (1)および (2)を満足するような写
像が構成できるとき，Virtual Space A1×A2 と Physical
Space f (A1×A2)は同相であるとする．さらに，Physical
Space上のある点 aに対し，
f−1(a) = { x ∈ A1×A2 | f (x) = a } (22)









に (x1,x2) = (0,0)は狭義の特異点である．ここで，fpの





∣∣ x ∈ A ∧ y= fp(x) }=: Fp, (23)
A= { (r,θ) | r ∈ R+−{0} ∧ θ ∈ [0,2pi) } (24)
は Physical Space上に広義の特異点を持たない．
直観的に，Virtual Spaceの圧縮，引き伸ばしのみによっ
て Physical Spaceを構成できない場合， f は同相写像で
ない．さらに，Physical Spaceに広義の特異点が存在す
るか，同じことであるが Physical Spaceに 3本以上の座
標曲線の交点が存在する場合， f は同相写像でない．な
お，上述の例によって fp を Fp に制限することで広義
の特異点を除けることを示したが，Fp も同相写像でな

































図 5: f (C )(R,R)の各要素が放物線および直線の場合
図 5に示された曲線族は， f (C )(R,R)の各要素を有限
個に間引いて描かれたものである．図 5に示したような
f (C )(R,R)の各要素を，
a ∈ f (C )1(R,R)
⇐⇒ ( ∃u2 ∈ R)[a= { (x1,x2) ∣∣ x2 = u2 ∧ x1 ∈ R }], (25)
b ∈ f (C )2(R,R)






























u2 ·u1, x2 = u2 (28)
となり，式 (28)で x1に関する式の符号を+に選んだと
き，座標変換 f は次のように得られる：
f : R2  (u1,u2) −→ (
√






f : R2  (u1,u2) −→ (
√













g(u1,u2) = det[gi,k] = |u2|(|u2|′
√
|u2|−1) (32)








図 6における変形前の領域は Virtual Spaceであり，Vir-
tual Spaceにおいて黒く示された角柱とともに示されて
いるグリッドは直線族 C (Fh;R,R)の要素である．また，
図 6における変形後の領域は Physical Space で，Phys-
ical Space が描かれた変形後のグリッドは Fh(C )(R,R)
の要素となるべき曲線族である．以降では，Physical
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図 6のような変形を考えることで Fh における座標曲
線の概形が決定された．そこで，座標曲線は次なる 2つ
の性質を持つ：(1)座標曲線の一部が円弧をなし，円弧は




図 7: Fh の座標曲線の候補 (1)
図 8: Fh の座標曲線の候補 (2)
図 7と図 8の違いは x2 =±x1をみたす点を含んだセル
の大きさ (セルサイズ)であり，図 7では x2 =±x1 を含









1. 原点中心，半径 α i の円 P1(α i)
2. xk 軸に平行な直線 P2(α i)
3. |xi|= |xk|をみたす点で円 P1(α i)に接し，適当な点







Space の第 1 象限における座標曲線の詳細な設計を交
点の種類ごとに図 9に示す．図 9において，B(α i)は円
P3(α i)の半径，(X(α i),X(α i))は円 P3(α i)の中心の座標
であり，(A(α i),0)あるいは (0,A(α i))は直線 P3(α i)と
xk軸との交点である．B(α i)，X(α i)および A(α i)は，求
める座標曲線の形状によって，それぞれ式 (33)，式 (34)
および式 (35)のように決められる：
B(α i) = a ·
(
1− e−




(|α i|+B(α i)) (34)
A(α i) = X(α i)−B(α i) (35)
aは正の定数であり，X，Bおよび Aはすべての α i ∈ R
において正である．特に，
α i = 0 =⇒ B(α i) = X(α i) = A(α i) = 0 (36)
である．さらに，Fh を同相写像とするには，円 P3(α i)


















1 , (α i＞ 0)
−1 , (α i＜ 0)






















































れを i= 1,2,3,4に対して Fi(α1,α2)と表す．このとき，
i= 1,2,3,4に対して Fi :R2 −→D′iで，Fi(R2) =D′iであ
る．最終的に Fhは，各 Fiの定義域を以下の式 (48)から

















∣∣ 0≤ (α2)2 ＜ X2(α2)+A2(α2) } , (51)
Fh = F1|D1 ∪F2|D2 ∪F3|D3 ∪F4|D4 . (52)
このような制限は，Physical Spaceから広義の特異点を除
き，Fhの値が 1つに定まるよう構成するために必要であ
















X(   )
X(   )
0
0
B(   )
A(   )
x
x
図 9: Fh(C )(R,R)の要素の構成
Fr = { (x,x) | x ∈ R } (53)















による解析のために設定した Virtual SpaceD∗ に対応す
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による解析のために設定した Virtual SpaceD∗ に対応す










· (maxr−S) ·1.5 [sec] (54)
とした．式 (54)において cは真空の光速度であり，1.5
は反射波が観測点に到達しないように定めた値である．
図 10: 各解析に共通に設定する Physical Spaceの構成
図 10における点 OB*および点 Sの Physical Spaceにお
ける位置と，maxr および Rc,Ra は，それぞれ
S= (−6,0),











OB4= (0,5), OB5= (0,−5),




Nui および ∆ui を導入する．maxui およびminui はVirtual
Spaceの ui 方向の下限および上限，Nui は Virtual Space
の ui 方向の分割数，そして ∆ui は Virtual Spaceの ui 方
向のセルサイズであり，各写像による解析ごとに次のよ
うに設定した：{
minξ 1 =minξ 2 =−Ra,
maxξ 1 =maxξ 2 = Ra,
(56){
minr = Rc, minθ = 0,
maxr = Ra, maxθ = 2pi,
(57){
minα1 =minα2 =−Ra,
maxα1 =maxα2 = Ra,
(58)




















Iui = { k ·∆ui +minui | k = 0,1, · · · ,Nui } (62)
とするとき，Iu1 × Iu2 は Virtual Spaceに等しく，Iu1 × Iu2
の各要素には計算された電磁界が配置される．このとき，
式 (62)の形から，各 Iui の各要素と，自然数に 0を加え
た集合の間には一対一の対応をつけられ，Virtual Space
のセルは 2つの番号の組で表せる．すなわち，次で定義
する I˜u1 と I˜u2 の直積 I˜u1 × I˜u2 は，Virtual Spaceのセルの
番号を軸に取った空間となる：





果である．また，I˜ui の要素を，立体ローマ字 iu1 で表す．
なお，iui と，ui とは異なる添え字 vi を持つ諸量は混在






i ∈ I˜u1 ∧ k ∈ I˜u2 ,
i= i ·∆u1 +minui ,
j = j ·∆u2 +minu2
 (64)
は格子点を Virtual Spaceの点にうつす座標変換であり，




F−1r (S) = (−6,0),
F−1p (S) = (6,pi),
F−1h (S) = (−6,0).

F−1r (OB1) = (−5,0),
F−1p (OB1) = (5,pi),


















F−1h (OB2) = (−5,5).



























F−1h (OB3) = (−5,−5).









F−1h (OB5) = (0,−5).
F−1r (OB6) = (−8,0),
F−1p (OB6) = (8,pi),
















Fh({u}×I   )α2
Fh(I   ×{v})α1














Fp(I   ×{v})θ













Fr({u}×I   )ξ2
Fr(I   ×{v})ξ1
図 13: Iξ 1 × Iξ 2 および Fr(Iξ 1 × Iξ 2)の概略
図 13について，Frは恒等写像としていることから Phys-




























































































































ここで，上付きの n+ 1 などは，かかる電磁界が時刻


























































































x1(i+ 12 ,k)− x1(i− 12 ,k)





x1(i,k+ 12 )− x1(i,k− 12 )
x2(i,k+ 12 )− x2(i,k− 12 )
)
, (72)
gik(i,k) = ei · ek (i,k = 1,2), (73)
ただし，xi(i,k)は F∗ ◦ F˜∗(i,k)の第 i成分を示す．また，
2次元の解析であるから，
54












Fh({u}×I   )α2
Fh(I   ×{v})α1














Fp(I   ×{v})θ













Fr({u}×I   )ξ2
Fr(I   ×{v})ξ1
図 13: Iξ 1 × Iξ 2 および Fr(Iξ 1 × Iξ 2)の概略
図 13について，Frは恒等写像としていることから Phys-




























































































































ここで，上付きの n+ 1 などは，かかる電磁界が時刻


























































































x1(i+ 12 ,k)− x1(i− 12 ,k)





x1(i,k+ 12 )− x1(i,k− 12 )
x2(i,k+ 12 )− x2(i,k− 12 )
)
, (72)
gik(i,k) = ei · ek (i,k = 1,2), (73)
ただし，xi(i,k)は F∗ ◦ F˜∗(i,k)の第 i成分を示す．また，
2次元の解析であるから，
g33 = 1, (74)
g31 = g32 = g13 = g23 = 0 (75)
である．
















= 2.0×10−11 sec (77)
とした．
5 解析結果
H3(F˜−1∗ S) = cos(0.5×109∆t)として電磁界を励振して
得られた H3の空間分布の計算結果を，解析に用いた写
像ごとに時刻 t = tmax について図 14から図 16に示す．
また，Fh，Fpおよび Frを用いた各解析によって時刻 tmax
までに得られたH3の時間波形を，観測点ごとに図 17か



















の特徴は，H3[Fr]m および H3[Fh]m の H3[Fp]m に対する
位相差 ∆T∗,m と振幅差 ∆H∗,m によって評価し，∆T∗,m は
H3[Fp]mの零点とH3[Fr]mまたはH3[Fh]mの零点との時間
差をH3[Fp]mの 1周期で規格化した値，∆H∗,mはH3[Fp]m







よび H3[Fp]1 を示す図 17より，各波形ごとに大きな位
相差はみられず，∆Tr,1 =−0.022に対し ∆Th,1 =−0.016












OB2 では ∆Tr,2 = 0.086 および ∆Th,2 = 0.015 となり，
H3[Fr]2には図 18から視認される程度の位相差が見られ
る．振幅差は∆Hr,2 = 0.063および∆Hh,2 =−0.092となっ
た．OB2における各波形の位相差および振幅差に関する
特徴は，OB4においてさらに顕著となり，∆Tr,4 = 0.23，



























H3[Fh]2 および H3[Fh]4 が負値から立ち上がるという特























果に対し，恒等写像 Fr と極座標への座標変換である Fp
を用い，完全導体の無限長円柱による散乱で生じた電磁
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